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Abstract

Predstavljeni su primeri manje poznatih brojevnih sistema, metode
racunanja u njima, kao i prakti¢na primena.

Kljucne reci i fraze: brojevni sistem, pozicioni brojevni sistem

Pocnimo ovaj tekst jednom matematickom Salom nepoznatog autora —
Postoji 10 vrsta ljudi: oni koji razumeju binarne brojeve, i oni koji
ih ne razumeju.

1 Uvod u brojevne sisteme

Sistem simbola i pravila njihovog kombinovanja za simbolicko predstavljanje
brojeva naziva se brojevni (ili numericki) sistem. U zavisnosti od toga da li
vrednost cifre zavisi od njene pozicije u zapisu boja ili samo od njene sop-
stvene vrednosti, brojevni sistem moze biti pozicioni ili nepozicioni. Kod
pozicionih brojevnih sistema vrednost cifre broja jednaka je proizvodu sop-
stvene vrednosti cifre i vrednosti pozicije u broju u kojem se cifra nalazi. U
zavisnosti od toga da li je kolicnik vrednosti susednih pozicija konstantan ili
nije, pozicioni brojevni sistem moze biti sistem sa fiksnom bazom ili sistem
sa mesovitom bazom. Baza brojevnog sistema je uglavnom prirodan broj,
ali ¢emo u nastavku videti da to nije obavezno.



Kod uobicajenih (”standardnih”) brojevnih sistema baza je prirodan broj
b i koristi se b razlicitih cifara dj, (obi¢no {0, 1,...,b — 1}) za predstavljanje
svakog realnog broja (uz prirodnu pretpostavku d,, # 0):

(dn...didg,d_1d_9..)y =dp - D"+ ... +dy b+ do+d_q - b+ ... =
=D db Y d bt
k=0 k=1

Po analogiji sa dekadnim sistemom, imamo b—narni zarez odnosno b—narnu
tacku®; oni razdvajaju ceo i razlomljeni deo broja zapisanog u bazi b. Kad
ne postoji opasnost od zabune, umesto zapisa (d,...dydo, d_1d_s...), pise se
samo d,,...ddg, d_1d_»...

Od brojevnog sistema se obi¢no ocekuje da njime mogu da se predstav-
ljaju svi brojevi iz odredenog znacajnog skupa (celi, racionalni itd.) na jedin-
stven nacin (ili barem da imaju jedinstvenu standardnu formu), i da odrazava
aritmeticku i algebarsku strukturu tih brojeva.

Primer 1.1.
1. Primer nepozicionog brojevnog sistema su rimski brojevi.

2. Primer pozicionog brojevnog sistema su dobro nam poznati dekadni sis-
tem (baza b = 10), kao i binarni (b = 2), oktalni (b = 8) i heksadekadni
(b = 16) koji se koriste kod racunara, i o kojima ovde nece biti reci.

3. Sistem za prikazivanje uglova (stepen, minut, sekund) ili merenje vre-
mena (dan, sat, minut, sekund) su bliski nam primeri pozicionih bro-
jevnth sistema sa meSovitom osnovom, o cemu ce biti reci kasnije.

Napomenimo da niz cifara 710" u svakom n—arnom sistemu oznacava
bazu: 10,9 = 10, 105 = 2, 104 = 16. Kako ne bi dolazilo do zabune,
programeri ¢esto pisu 0b ispred binarnog i Ox ispred heksadecimalnog broja,
tj. 0010 je 2 u binarnom sistemu, 0x10 je 16 u heksadecimalnom.

122. Generalna konferencija za tegove i mere ([27]) proglasila je 2003. godine da ”simbol
za decimalni znak treba da bude tacka ili zarez”. Dalje je potvrdeno da se ”brojevi mogu
podeliti u grupe od tri kako bi se olaksalo ¢itanje, ni tacke ni zarezi ne treba da se ubacuju
u razmake izmedu grupa” (npr. 1 000 000 000). Zbog toga je ova upotreba preporucena
od strane tehnikih organizacija, kao to je Nacionalni institut za standarde i tehnologiju. U
Srbiji se koristi decimalni zarez, dok se za razdvajanje grupa od po tri cifre koristi tacka,
npr. 1.234.567,89



Svrha ovog teksta je da ¢itaoca upozna sa nekim neobi¢nim brojevnim
sistemima, i ukaze na neke od njihovih éesto iznenadujuéih primena. Citalac
koji je vise zainteresovan za istoriju brojevnih sistema mnogo korisnih infor-
macija moze pronaéi npr. u [9]. Kako je u pitanju samo pregled tih sistema,
nije bilo prostora da se ulazi u detalje ra¢unanja u njima (tim pre sto neki od
njih imaju mnogo osobenosti). Znatizeljnom ¢itaocu ovaj tekst (i navedena
obimna literatura) neka posluzi kao polazna tacka za istrazivanje. Mnogo-
brojne fusnote su tu da ¢italac lakse uvidi raznovrsnost konteksta u kojima se
javlja problem brojevnih sistema, kao i da su se time bavili kako srednjoskolci
tako i znac¢ajni matematicari i informaticari XX veka.

2 Nepozicioni brojevni sistemi

Smatra se da su svi brojevni sistemi razvijeni pre vavilonskog bili nepozi-
cionog tipa. U nastavku dajemo kratak pregled dva nepoziciona sistema.

2.1 Unarni brojevni sistem

Unarni brojevni sistem je bijektivni sistem sa bazom 1 (videti sekciju 3.4).
Ovo je najjednostavniji brojevni sistem u kojem se koristi samo jedan simbol,
recimo cifra 1, i gde se prirodan broj N predstavlja kao N puta ponovljen
simbol 1. Dakle:

1=1,2=11, 3=111, 4 = 1111, 5 = 11111, ...

Operacije sabiranja i oduzimanja u ovom sistemu su izuzetno jednostav-
ne, dok je mnozenje znatno slozenije, i ¢esto je koris¢eno kao test slucaj za
Tjuringove magine?.

lako nepraktican za racunanje, ipak ima i svoje primene. Koristi se kao

deo kompresionih algoritama kao §to je Golumovo kodiranje®, zatim kod

2Tjuringova masina je matematicki model koji definise ”"uredaj” koji manipulise sim-
bolima na beskonac¢noj traci podeljenoj na éelije prema zadatoj tablici sa pravilima. Upr-
kos svojoj jednostavnosti, moze se konstruisati Tjuringova masina koja je u stanju da
simulira logiku bilo kog ra¢unarskog algoritma. Naziv nosi po svom tvorcu, Alanu Tjuringu
(Alan Mathison Turing, 1912-1954), istaknutom engleskom matematicaru, logicaru i krip-
tografu, koji se smatra ocem modernog ra¢unarstva.

3Metod za kompresiju podataka bez gubitaka, zasnovan na familiji algoritama koje je
dao americki matematicar i inzenjer Solomon Wolf Golomb (1932-2016).



Peanove aksiomatizacije* u matematickoj logici, dok se jedan oblik unarne

notacije - Cer¢ovo kodiranje® - koristi u tzv. lambda-racunu®.

2.2 Rimski brojevi

Rimski brojevi predstavljaju sjajan primer nepozicionog brojevnog sistema,
gde su u svojstvu cifara iskoris¢ena odredena slova iz latinskog alfabeta:

rimskacifral| I |V | X | L | C | D M
vrednost 115 10|50 100|500 | 1000

Cifre se uglavnom grupisu tako da vece idu levo, a manje desno. Pritom

nijedna cifra ne sme da se javi vise od tri puta u nizu, tj. maksimalni broj
je MMMCMXCIX = 3999.
Na primer, rimski broj /11 oznacava [I] =141+ 1 = 3, jer svaki simbol
I ima istu vrednost 1, nezavisno od svog polozaja. Ipak, ovaj sistem nije
potpuno nepozicioni, zato sto kad se manja cifra nade neposredno ispred
vece, onda se od nje oduzima, te prema tome IV znaci 5 — 1 = 4, dok VI
znaci 5 + 1 = 6. To isto se koristi i kod XL, XC,CD,CM.

Vredi pomenuti da su za razlomke u antickom Rimu koristili osnovu 12,
jer 12 ima ved¢i broj delilaca od broja 10. Rimski brojevi nisu imali ni nulu;
umesto simbola u srednjem veku koriséena je re¢ nulla ili, rede, slovo N.

Za zapis brojeva vecih od hiljadu koriséen je vinculum sistem, po kojem je
nadvuceni rimski broj tumacen kao hiljadu puta veci od navedene vrednosti,
npr. 1V = 4.000, XXV = 25.000.

Poreklo ovog brojevnog sistema je u starom Rimu, i zadrzao se pre svega u
Evropi do poznog srednjeg veka. Postepeno je zamenjivan efikasnijim indo-
arapskim dekadnim sistemom, posebno pod uticajem cuvene Fibonacijeve
knjige Liber abaci iz 1202. godine. Danas se ponajvise mogu sresti na nekim
¢asovnicima, u imenima vladara i papa, nastavcima filmova i video igara, za
numerisanje sportskih takmicenja koja se periodi¢no ponavljaju, itd.

Kao polazna tacka radoznalom ¢itaocu moze da posluzi [28] i tamo nave-
dena literatura.

4Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematicar i logicar

®Alonzo Church (1903-1995), Americki matematicar i logicar,

6Lambda rac¢un, koji se naziva i A—kalkulus je formalni sistem matematicke logike
kojim se izrazavaju izraCunavanja zasnovana na funkciji apstrakcije i aplikacije upotrebom
vezivanja promenljivih i supstitucije. To je univerzalni model racunanja koji moze da
simulira bilo koju Tjuringovu masinu.



3 Neki neobi¢ni pozicioni brojevni sistemi

3.1 p—razvoj

Kao uopstenje klasicnog decimalnog zapisa realnog broja x koristi se tzv.
f—razvoj (8 > 1),

r=dy...didy,d_1...d_py = dp-B "+ ... +dy-B+do+d_- B+ . +d ",

gde su d;, 0 < d; < f3, cifre. Ovaj sistem predlozili su Renji’[19] 1957. i Peri®
[17] 1960. Svaki realan broj ima bar jedan (mozda beskonacan) f—razvoj. Za
razliku od dekadnog sistema gde su svi kona¢ni decimalni zapisi jedinstveni,
¢ak ni kona¢ni f—zapisi ne moraju biti takvi (videé¢emo kasnije za § = ¢).

Za nalazenje cifara pozitivnog realnog broja x u bazi § > 1 koristi se
"pohlepni™ algoritam koji se zasniva na sledeéem:

e postoji'® jedinstven ceo broj k takav da ¥ < x < gFt!

e stavimo!! dj, := Larl, me={3r}

o za —o00 < j < k — 1 stavljamo d; := [frj11], 75 :={Brj+1}

Iako deluje kao cisto teorijski koncept, f—razvoj ima prakti¢nih primena

u teoriji kodiranja i pri modeliranju kvaziperiodi¢nih kristala'?.

3.2 Ternarni i balansirani ternarni brojevni sistem

Ternarni brojevni sistem (ili sistem sa osnovom 3) je pozicioni brojevni sistem
koji koristi samo cifre 0, 1, 2. Ternarna cifra se ¢esto, po analogiji sa bitom
(skraceno od binary digit), naziva trit (skraceno od trinary digit).

TAlfréd Rényi (1920-1970), madarski matematicar; on je autor izjave ”Matematicar je
masina koja pretvara kafu u teoreme” koja se pogresno pripisuje ¢uvenom Erdosu.

8William Parry (1934-2006), engleski matematicar

9Pohlepni (eng. greedy) algoritam je opsti naziv za algoritme koji pri reSavanju prob-
lema u svakom koraku prave lokalno najbolji izbor, sa nadom da ¢e tako doéi do globalno
najboljeg resenja.

10Prema Arhimedovoj aksiomi, koja je fundamentalno svojstvo realnih brojeva.

1Y nastavku sa |x] oznacavamo najveéi ceo broj manji ili jednak broju x, dok {x}
oznacava razlomljeni deo broja x; za pozitivne z vazi {z} =z — |x].

12K vazikristal ili kvaziperiodiéni kristal je évrsto telo koje poseduju uredenu strukturu
i simetrije koje su zabranjene u klasi¢noj kristalografiji.



Racunanje u ternarnom brojevnom sistemu je slicno uobic¢ajenom racu-
nanju u dekadnom sistemu. Pokazimo postupak za pretvaranje prirodnog
broja iz dekadnog u ternarni sistem:

1. delimo broj sa 3
2. ceo deo koliénika uzimamo za narednu iteraciju
3. ostatak pri deljenju uzimamo za ternarnu cifru

4. ponavljamo korake 1 — 3 dok koli¢nik ne postane 0

Primer 3.1. Konvertujemo broj*® 97 u ternarnu bazu:

97 =3-32+1
32=3-10+2
10=3-3+1
3=3-1+0
1=3-0+1

Dakle, 97 = 101213. Provera: 1-3*+0-3*+1-32+2-3'+1-3° =97

Balansirani ternarni sistem koristi cifre —1, 0, 1 mada se obi¢no umesto
vrlo nepodesne cifre —1 koristi neki drugi simbol, npr. T, kao ligatura simbola
11 —. Dakle, jedna neobicnost ovog sistema je koris¢enje negativne cifre!
Balansiranost znaci da svakoj pozitivnoj cifri odgovara jedinstvena negativna
cifra (u opstem slucaju se oznacava kao nadvucena pozitivna cifra) - to znaci
da baza mora biti neparan broj.

Primer 3.2. Pokazali smo da 97 = 101215. Sada éemo konvertovati ovaj
broj u balansiranu ternarnu bazu, tako sto svaku cifru 2 zamenjujemo sa 3—1:

1-3*4+0-3241-3242-3"+1.3°=
=1-3*4+0-3%+1-32+3-1)-3"+1-3"=
=1-3"4+0-33+2-32-3"+1-3"=
=1-3*4+0-33+3-1)-3%-3"+1-3"=
=1-3"4+1-3%-32-3"+1.3"=

= 11TT Lpus

13U celom tekstu, ukoliko drugacije nije navedeno, broj kod kojeg nije naglasena baza
je u dekadnom zapisu.



Provera: 1-3*+1-33—-1-32-1-3'+1-3°=097.

Ukoliko je potrebno uravnoteziti terazije sa dva tasa za datu masu 97 i tegove
od 1,3,9,27,81, ..., iz ovog zapisa vidimo da na jedan tas treba staviti predmet
i tegove od 3 19, a na drugi tegove od 1,27 1 81. Sada postaje jos jasnije
zasto se ovakav brojevni sistem zove balansiranim.

Ternarni brojevni sistem je vrlo pogodan za prikazivanje fraktalnih struk-
tura gde se u konstrukeiji koristi deoba na tri dela, kao sto su trougao Sjerpinj-
skog i Kantorov skup. Bez ulazenja u detalje, pomenimo da po konstrukciji
Kantorov skup sadrzi sve one realne brojeve iz segmenta [0, 1] koji u svom
ternarnom zapisu ne sadrze nijednu cifru 1 (ukoliko broj ima dva ternarna
zapisa, 1 jedan od njih ne sadrzi cifru 1, prirada¢e Kantorovom skupu).

U ranim danima rac¢unara napravljeno je nekoliko eksperimentalnih sov-
jetskih kompjutera koji su koristili balansirani ternarni sistem umesto bi-
narnog [22]. Najpoznatiji je Setun, kojeg je 1958. godine na drzavnom
moskovskom univerzitetu razvio tim koji su predvodili Soboljev!* i Brusen-
cov!®. Vise detalja moze se na¢i na [25]. Pomenimo da je Setun koristio
trajt'® koji se sastoji od est tritova (priblizno 9,5 bitova).

Balansirani ternarni sistem prvi put se pojavio u knjiza Stifela!” Arith-
metica integra iz 1544. godine.

3.3 Brojevni sistem sa racionalnom bazom %

Pokaza¢emo u nastavku na jednostavnom primeru kako i proizvoljan racio-
nalan broj veé¢i od 1 moze da bude baza brojevnog sistema.

Primer 3.3. Prirodan broj N = 11 predstavicemo u bazi sa osnovom %,

najpre vizuelno. Pretpostavimo da imamo na raspolaganju nekoliko kutija
poredanih u niz, i da je u krajnje desnoj kutiji (nju proglasavamo prvom
kutijom, druga je odmah levo od nje, itd.) smesteno svih 11 kuglica. U
svakom koraku moZemo wuzeti tri kuglice iz neke kutije (ukoliko, naravno,
u njoj ima toliko kuglica) i staviti dve kuglice u kutiju neposredno levo od
posmatrane kutije. Primenicemo opisani postupak dokle je to moguce.

14Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989), istaknuti sovjetski matematicar koji se bavio
matematickom analizom i parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama. Dovoljno je pomenuti
samo prostor Soboljeva.

15Nikolay Petrovich Brusentsov (1925-2014), sovjetski informaticar

8eng. tryte, po analogiji sa bit-bajt

1"Michael Stifel (1487-1567), nemacki monah, protestantski reformator i matematicar

7



o Uzimamo tri puta po tri kuglice iz prve kutije, i stavljamo tri puta po
dve kuglice u drugu kutiju. U prvoj kutiji ostale su dve kuglice, a u
drugoj je sada ukupno sest kuglica

e [z druge kutije uzimamo dva puta po tri kuglice, a u tre¢u kutiju stav-

ljamo dva puta po dve kuglice. U prvoj kutiji © dalje su dve kuglice,
druga je prazna, a u trecoj se sada nalaze cetiri kuglice

e [z trece kutije uzimamo tri kuglice, i u cetvrtu stavljamo dve kuglice

R

e Posto ni u jednoj kutiji nemamo bar tri kuglice, postupak je zavrsen.
Stange: prva kutija sadrzi dve kuglice, druga je prazna, treca sadrzi
jednu, a cetvrta dve kuglice.

Dakle, broj 11 prikazali smo u bazi 3/2 koristeéi dopustene cifre 0,1 i 2:

N = (2102)3/, = 2- (g)3+1~ (;)2+0- <g>1+2- (g)oz 11.

Probademo sada drugi pristup, nadimo dy, € {0,1,2}, k=0,1,2,3, tako da:

3\° 3\ 2 3\* 3\"

MnoZenjem sa 8 dobijamo 88 = 8dy + 12d; + 18dy + 27d3. Cifra ds mora biti
parna, tj. ds = 2 i ostaje 17 = 4dy + 6dy + 9dy. Clifra dy mora biti neparna
tj dQ =11 ostaje 4 = 2d0—|—3d1, t] dl =02 do = 2.

Ovu bazu prvi je uveo Kempner!® 1936. Koristeéi racionalne baze, Bili
Dormini, tada Sesnaestogodisnjak, izumeo je 2007. godine jedan metod
enkripcije ([2]) za koji je dobijao nagrade, pokazavsi da brojevni sistemi sa
racionalnom bazom imaju vazne prakti¢ne primene.

18 Aubrey John Kempner (1880-1973), americki matematicar engleskog porekla

8



3.4 Bijektivni sistemi sa bazom £k

Brojevni sistem kod kojeg se svaki prirodan broj moze na jedinstven nacin
prikazati kona¢nim nizom nenula cifara je bijektivni brojevni sistem.
Unarni brojevni sistem jeste bijektivan, dok uobicajeni dekadni sistem to
nije, zato Sto npr. broj 5 mozemo prikazati na razne nacine 5, 05, 005, ...
(samo prvi zapis je uobicajen!).

Bijektivni sistem sa bazom k (gde je k > 1 prirodan broj) koristi cifre
1,2, ..., k za prikaz prirodnih brojeva. Pozicija cifre odreduje njenu vrednost
kao umnozak stepena od k.

Primer 3.4. Pokazacemo razliku izmedu binarnog i bijektivnog sistema sa
bazom 2 ("prazan string” oznacavaéemo sa \):

binarni [0[1]10]11]100 101|110 111 |
bijektivni —2 [ A | 1] 2 [11] 12 | 21 | 22 | 111

Ukoliko se koristi bijektivni sistem sa bazom 10, potrebno je uvesti neki
simbol za cifru 10, i obi¢no se za to uzima A. Dakle, skup Ny je

A1,2,...,9 A, 11,12,...,19, 14, ...,99,94, AL, ...

Mnoge proracunske tabele (eng. spreadsheet), kao npr. Microsoft Excel,
koriste bijektivni sistem sa bazom 26 u kojoj su simboli uobic¢ajenim redom
uzeta slova abecede, A, B, ..., Z. Ovde brojanje ide na slede¢i nacin:

A B,C,...Y,Z, AA AB, ..., AY,AZ BA,BB, ... BZ, ..
Primer 3.5. BEB=2-262+5-26" +2-26° = 1484

Cinjenica da svaki prirodan broj u bijektivnom sistemu sa bazom k (k >
1) ima jedinstveno predstavljanje otkrivana je vise puta, npr. Foster 1947.
(za k = 10), Smullyan 1961. i Bohm 1964. (za sve k > 1).

U astronomiji, jedna varijanta Bajerovog sistema koristi se za davanje
imena promenljivim zvezdama'?. Pravila su sledeéa:

e Zvezde koje ve¢ imaju u nazivu gréko slovo ne dobijaju novu oznaku

e U suprotnom, prvih devet pocinju od slova R iidu do Z

19To su zvezde ¢ija se promena sjaja moze uoéiti tokom kratkog vremenskog intervala a
nije uzrokovana promenama u zemljinoj atmosferi, videti [29]

9



e Kod narednih 45 nastavlja se sa RR,...,RZ,SS,....SZ,TT,...TZ, ...
do poslednjeg ZZ

e Koriste se potom AA...AZ BB..BZ CC...CZ itd. dok se ne stigne do
QZ, s tim $to se izostavlja J i sa prvog i sa drugog mesta zbog vizuelne
slicnosti sa slovom [

e Posle 334(= 25 x 26/2 + 9) kombinacija napustaju se latini¢na slova i
pocinje imenovanje zvezda sa V335, V336 itd.

e Drugo slovo nikad nije blize pocetku alfabeta od prvog, tj. nijedna
zvezda ne moze biti C'A i sli¢no.

Primer 3.6. Kao ilustracija gorenavedenih pravila neka posluze sledeci nazivi:
0 Cephei, R Coronae Borealis, Y Z Ceti, V603 Aquilae.

3.5 Brojevni sistemi sa negativnhom bazom

Za bazu brojevnog sistema moze se uzeti b = —r, gde je r > 2 prirodan broj.
Uobicajeno se ime pozicionom brojevnom sistemu sa negativhom osnovom
dobija dodavanjem prefiksa "nega-" na ime odgovarajuceg brojevnog sistema
sa pozitivhom osnovom, npr. negabinarni, negadekadni itd. Negativne baze
prvi je 1885. posmatrao Grunvald?’.

Dakle,

n= Zdi(—r)i =dnd,_1...d1do, d, € {0,1,...,7—1}, d, # 0 (osim za n = 0)
i=0

Za razliku od sistema sa pozitivnom bazom, kod kojih celi brojevi i raz-
lomci ¢iji je zapis u toj bazi konacan nemaju jedinstveno predstavljanje
(npr. 1 =0.999... u dekadnom sistemu), kod negativne baze svaki ceo broj
ima jedinstveno predstavljanje. Ipak, postoje racionalni brojevi koji nemaju

jedinstveno predstavljanje, npr. kod negaternarne baze b = —3
— 5% —
1,02,3 - Z - 2,20,3.

20Vittorio Griinwald (1855-1943), italijanski matematicar i profesor nemackog jezika
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Zaista, koriste¢i elementarna svojstva konvergentnog geometrijskog reda,

5 1 2 2 2 =
Sl =14 =14 —" =1 — _
4 SR — +9(1—§) g kz% +29k+1
> 2 2 2
=1 — =1 o= (1,0202...)_
12% (=3pom — - Frgp b T (002
5 -3 -
ZZQJFT Z k+1)_2+2 Z 2(k+1 -
k:O
=242 Z g =2t g g TS (2,2020...) 3

Konverzija u negativnu bazu —r obavlja se uzastopnim deljenjem sa —r,
zapisivanjem nenegativnih ostataka (iz skupa {0,1,...,r — 1}) i njihovim
nadovezivanjem u obrnutom redosledu. Napomenimo da moramo odabrati
celobrojni kolicnik tako da ostatak bude nenegativan i minimalan.

Primer 3.7. Konvertujemo broj 97 u negaternarnu bazu (b = —3)

97 = (=3) - (—32) + 1

32— (=3)-11+1
11=(=3)-(=3)+2
3=(=3)-140
1=(=3)-0+1
Dakle, 97 = 102113. Provera: 1-(=3)*+0-(=3)* +2-(=3)>+1-(-3)' +

1-(=3)"=97
Konvertujemo sada broj —97 u negaternarnu bazu:

—97 = (=3)-33+2

33=(-3)-(=11)+0
~11=(-3)-4+1
4=(=3)-(-1)+1
—1=(-3)-1+2
1=(-3)-0+1
Dakle, —97 = 1211023. Provera: 1-(—3)>+2-(=3)*+1-(=3)*+1-(-3)*+

0-(=3)'+2-(=3)°=—97
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Ovim primerom ilustrovali smo jednu od prednosti sistema sa negativnom
bazom: nije potrebno koristiti minus znak za negativne brojeve. Njegov
osnovni nedostatak je povecanje slozenosti aritmetickih operacija.

Negabinarni brojevi implementirani su kod ranih poljskih ra¢cunara BINEG
i UMC, sagradenih 1957-59, zasnovanih na idejama Pavlaka®' i Lazarkievica
sa varSavskog matematickog instituta.

3.6 Sistemi sa imaginarnom bazom

Donald Knut je 1960. [10] predlozio sistem sa imaginarnom bazom b = 2i
(" quater-imaginary”). Zasto bas 2i? Samo i ne bi moglo da bude osnova, jer
i" € {£1,+i}, a broj 2 je tu kao sledeéi prirodan broj. U njemu skoro svaki
kompleksan broj ima jedinstveno predstavljanje uz koris¢enje samo cifara
{0,1,2,3}. Kao cifre u bazi bi koriste se 0,1, ...,b% — 1.

Da bismo bolje razumeli ovaj sistem, posmatrajmo najpre pozitivne i
negativne stepene osnove:

e (Qi)_4 = 1_167 (2@')—3 — é’ (22‘)—2 = (Qi)_l __ !
(20)° =1, (20) =20, (20)* = ~4, (20)° = ~8i, (2))* =16,...

Prilikom prevodenja kompleksnog broja z iz dekadne osnove u sistem sa
osnovom 2¢, preduzimamo sledece korake:

e konvertujemo realni deo Re(z) datog kompleksnog broja
e konvertujemo imaginarni deo i/m(z) datog kompleksnog broja
e isprepletamo dobijene cifre

Primer 3.8. Konvertujemo kompleksan broj z = —1 + 44 u bazu b = 2i.
Kako je =1 =3—-4=3-1+1-(—4) =3-(20)° +1-(2:)? imamo —1 = 103y;.
Sada konvertujemo imaginarni deo: 41 = 2 - 21, pa je 41 = 209;,. Dakle,
—1+ 47 = 1039; + 209; = 123,;.

Primer 3.9. Potrazimo zapis imaginarne jedinice u 0Snovi 2i.
i = ..dsdadidy,d_1d_od_3... =

. . :
= ...+ (=8i)dz + (—4)dy + (2i)dy + do + d_lg + d_QT + d_gé + ...

217 dzistaw 1. Pawlak (1926-2006), poljski matematicar i informaticar
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Kako je realni deo nula, uzimamo da doy = 0, k € Z. Dakle, treba naci cifre

tako da: p p
1= ..+ (—8)ds + 2d; — f + %)’ T

uz ogranicenge da su sve cifre iz skupa {0, 1,2,3}. Vidimo da je najjednostav-
nije resenje dy = 1, d_y = 2, tako da v = 10, 2y;.

Sa imaginarnom bazom blisko je povezan pojam krivih oblika Z (eng.
Z—order curve). U pitanju su krive koje preslikavaju visedimenzionalni niz
podataka u jednu dimenziju, pritom cuvajuéi lokalnost tacaka podataka.
Prvi put ih je predstavio Morton 1966. Jedna od vaznijih primena je u
Strasenovom algoritmu za mnozenje velikih matrica koji je brzi od uobi¢ajenih
postupaka.

3.7 Sistemi sa kompleksnom bazom (—1 =+ i)

Bazu —1 £ 4, uz koriséenje cifara 0 i 1, predlozili su S. Khmelnik 1964. i W.
F. Penney 1965.

U opstem slucaju, kompleksan broj x u pozicionom brojevnom sistemu
sa kompleksnom bazom p (gde |p| > 1) predstavlja se razvojem

x = j:le,p”,

gde su z, cifre iz kona¢nog skupa Z i obi¢no |z,| < |p|. Standardni skup
cifara obi¢no zapisujemo kao {0,1,2,...,|Z| — 1}. Za predstavljanje realnih
brojeva minimalni skup cifara je {0, 1, ..., |p| — 1}, a za kompleksne to je skup
{0,1, ..., |p]* — 1}.

Pozicioni brojevni sistem se moze posmatrati kao uredeni par (p, Z) sa
bazom p i skupom cifara Z.

Primer 3.10. Ukoliko posmatramo bazu b = —1 + i, zbog |b| = /2 vidimo
da su dopustene samo cifre 0 i 1. Niz cifara 1100 u ovoj bazi predstavija broj
2, jer

(1100)14; =1 (=14’ +1-(=1+)*+0- (=1 +4)"+0- (144" =2.

Primer 3.11. Ukoliko posmatramo bazu b = —3 + i, zbog |b|> = 10 vidimo
da su dopustene cifre 0,1,2,...,9. Niz cifara 1443 u ovoj bazi predstavija broj
5+ 6¢, jer

(1443) 14 = 1-(=3+1)> +4-(=3+i)*+4-(=3+49)' +3-(=3+1)" = 5+6i.
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Citaocu se preporucuje [3], gde je izmedu ostalog uspostavljena veza
predstavljanja broja u kompleksnoj bazi sa fraktalom poznatim kao ”Twin-
dragon”. U [7] moze se naéi nesto vise o bazama oblika b = —n 4 ¢ gde je n
prirodan broj, kao i primeri racunanja.

3.8 Brojevni sistem sa iracionalnom algebarskom bazom
¢ (finarni sistem)

3.8.1 Zlatni presek i Fibonacéijevi brojevi

Podsetimo, dve pozitivne veli¢ine a i b (neka a > b) kaze se da su u zlatnom
preseku ukoliko se njihov zbir prema vec¢oj odnosi kao vec¢a prema manjoj:

(a+b):a=a:b.

Taj odnos oznacava se obiéno malim grckim slovom ¢ ("fi”), u cast slavnog
starogrckog skulptora Fidije. Iz same definicije sledi 1 + %0 = ¢, odnosno ¢

je veée od dva resenja algebarske jednacine 22 — x — 1 = 0, tj.

1++5
9

Nije tesko pokazati da je algebarski broj ¢ iracionalan.
Sa zlatnim presekom blisko je povezan pojam Fibonacijevih brojeva. To
je niz brojeva koji se induktivno definise na slede¢i nacin:

FOZO, F1:17 F, = n71+an2an:2737“'

~ 1.618.

Dakle, svaki broj u nizu dobija se kao zbir prethodna dva:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

Koristedi relaciju F,,_o = F,, — F,,_1 Fibonacijev niz moze se produziti i na
negativne cele brojeve:
F_,=(-1)""FE,,

tako da niz postaje
ey —8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
Teorema 3.1. Za Fibonacijeve brojeve F, vazi:
1o¢"=Fo1+ Fup, 9" = Foyr + Fap™
2. F_op = —Fop, F_op11) = Fora
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3.8.2 Finarni brojevni sistem

Konstantu zlatnog preseka ¢ kao bazu prvi posmatrao Bergman 1957. u [1],
kad je imao samo 12 godina! Kod sistema sa necelobrojnom bazom b cifre
idu od 0 do |b], te se u ovoj bazi koriste samo dva razli¢ita simbola, cifre 0
i 1. Podsetimo na osnovnu relaciju koja karakterise broj ¢:

1
P=p+1, ie. po——=1.
¥
Teorema 3.2 ([20]). Za svaki prirodan broj n postoji konacan niz razlicitih
celih brojeva ky, ko, ..., k,, tako da

n=@" 4" 4+

Ova teorema u stvari tvrdi da se svaki ceo broj moze predstaviti u bazi ¢,
tj. u finarnom brojevnom sistemu. To predstavljanje uglavnom nije jedin-
stveno, jer zbog osobine " = "1 4+ "2 niz cifara u kojem se javljaju dve
uzastopne cifre 1 mozemo zameniti na slede¢i nac¢in: 011 = 100; ovo je tzv.
redukcija jedinice.

Primer 3.12. MnozZeéi ¢ = 1+$ LY — é =1 lako dobijamo 1 = é %
1 =0,11,. Primenom redukcije jedinica, dobijamo da 1 = 0,11, = 1,00,
Sto je 1 ocekivano.

Uzastopnom primenom redukcije jedinica na grupu cifara 11 koja se nalazi
krajnje levo, dobija se zapis u kojem nece biti uzastopnih jedinica, tj. do-
lazimo do minimalne reprezentacije koja je jedinstvena. To je zapis broja u
kojem ima najmanje pojavljivanja cifre 1.

Primenom pravila koje grupu cifara 100 menja sa 011 (tzv. ekspanzija
jedinice), moze se dobiti predstavljanje broja koje ima beskona¢no dug "rep”,
npr.

2 = 10,01, = 10,0100, = 10,0011, = 10,001100,, = 10,001011, = ...

Predstavljanje koje se ne zavrSava sa 011 i ima najveci broj jedinica naziva
se maksimalna reprezentacija, i ona je jedinstvena.

Primer 3.13. Medu raznim reprezentacijama broja 9 u finarnoj bazi posebno
se isticu minimalna 10010,0101 ¢ maksimalna, 1101,101111. Zadatak za
citaoca je da nade bar jos jedno predstavljange.
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Iskoristi¢emo postupak opisan u sekciji 3.1 (5—razvoj) da pokazemo kako
se na primer broj 5 predstavlja u bazi ¢. Primetimo najpre da:

03~ 0,236,002~ 0,382, ¢t ~ 0,618, 0~ 1,618,p* ~ 2,618, p> ~ 4, 236.

Za pocetak, vidimo da ¢3 < 5 < p*. Zato stavljamo:
) )
ds = \‘EJ =|1,18034...| =1, r3 = {E} = {1,18034...} = 0,18034...

Sada nalazimo i ostale cifre (uzimamo ¢ na 6 decimala):

dy= |73 =0, ry = {13} = {0,291796...} = 0,291796...
lp-12] =0, r1 ={p-r} ={0,472136...} = 0,472136...
[ 7] =0, 7o = {0} = {0,763932...} = 0,763932...
Lo 7o) =1, 71 = {©- 1o} = {1,236068...} = 0,236068..
dy=|p-r1] =0, r_s={p-r_i}={0,381966...} = 0,381966...
]
]

€ 6
303

w-r_ol=0,1r3={p-r_2} ={0,618034...} =0,618034...
w-r_3] =10,999999...| =1, ry ={¢-r_3} ={0,999999...} =0
Dakle, 5 = 1000, 1001,. Da bi jos bolje uocio numericke probleme vezane za

iracionalnost baze, ¢itaocu se preporucuje primena gornjeg algoritma ako se
uzima ¢ na 3 decimale!

Teorema 3.3 ([6]). Za neuzastopne cele brojeve ay, ..., ay, sledeéa turdenja su
ekvivalentna:

1. an = Fn+a1 + Fn+a2 + + Fn+ak
2. m = Q™"+ @2 4 .. 4

Ova teorema u stvari tvrdi da se koeficijenti u identitetu 1 (zapis m#F,
preko niza Fibonagcijevih brojeva) poklapaju sa jedinstvenim zapisom broja
m u standardnoj formi u finarnoj bazi.

Algoritamski postupak zasniva se na uzastopnoj primeni slede¢ih pravila:

1. 7inicijalizacija o”:

ap? o+ a
o 2 2
2 2
Ovaj brojilac zva¢emo ”izraz u fokusu”: obi¢no je u slozenom izrazu to
)
deo skroz gore desno

«
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2. "redukcija—f;":
ap+b=¢"* +((a— Fp)e + (b— Fs-1))
3. "pomeraj”:

ag02+bg0:wk+(a+b)g0+a
2 2

¢+ (ap+b) = " +

Algoritamski postupak izgleda ovako: inicijalizacija «, redukcija—/f;, za-
tim niz od k; > 1 pomeraja, potom opet redukcija— (s, niz od ks > 1 pome-
raja,..., redukcija—(3,, niz od k, > 1 pomeraja, i konacno, evaluacija. Ovaj
metod ilustrujemo u narednom jednostavnom primeru.

Primer 3.14.
904+—902+2“0
4_4@2_4g0+4_g04—|—(90—|—2)_ o
©? ©? ©? ©?
3p+1 ’+
44 ¥ 4+90 2
_ 90290 _ (pZSO =2 4 0 o2

Ovde se redom koriste: inicijalizacija 4, redukcija—3, pomeraj, redukcija—2
1 evaluacija.

Primer 3.15. U ovom primeru videcemo da u nekim medukoracima mogu
da se jave i negativne vrednosti, a da algoritam ipak uspesno resi problem.

- . 6 B ¢6+M
7290:90+7290+(90+2): © _
©? ©? ©? ©?
0’ =y 1
¢6+¢__1 o5+ P g06_i_£
_ @290 _ ¢2¢ _ S02%0:@4_’_@—4

Ovde se redom koriste: inicijalizacija 7, redukcija—5, pomeraj, redukcija—2
1 evaluacija.
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Prilikom izvodenja osnovnih racunskih radnji sa brojevima u finarnoj
bazi, koriste se dva pristupa. Kod prvog se ceo racun obavlja bez prenosa
i pozajmljivanja (ali uz koriséenje jos nekih cifara osim 0 i 1), pa se tek
na kraju konvertuje rezultat u odgovarajué¢i oblik, dok drugi pristup koristi
iskljucivo dopustene cifre 0 i 1 uz reorganizaciju operanada tako da se izbegne
pojavljivanje cifara 1 na mestu sa istom tezinom.

Primer 3.16.

2 +3=10,01 + 100,01 = 110,02 = 110,0111 = 110, 1001 = 1000, 1001
2 +3 = 10,01 + 100,01 = 10,0011 + 100,01 = 110, 0111

OpéSirnije o aritmetickim operacijama u finarnoj bazi moze se naéi npr. u

[1].
Neke osobine: Primetimo da 1 = 0, 10, iako su oba broja u standardnom
obliku. Ovu ¢injenicu mozemo pokazati na bar dva nacina:

o1 =011, = 0,1011, = 0,101011, = ..., gde smo koristili osobinu
100, = 011,

e 1.0, =14¢p2+pt+.. =320 %= ﬁ = ¢ = 10, (koristili
smo sumu geometrijskog reda), i sad deljenjem sa ¢ sledi zakljucak.

I ne samo ovo, svaki broj koji se zavrsava cifrom 1 jednak je broju kod kojeg
je ta cifra 1 zamenjena ponavljajuéom grupom cifara 01. Ovo je osobenost
finarnog sistema, kao sto u dekadnom sistemu npr. 1 = 0,999...

Zapis racionalnog broja % dobijamo na slede¢i nacin:

1 1 B 1 B 1 1
2 1+(p—¢l) (A+¢) -t 2—pt  ?(1—-p3)
:07

_ 90—2 Z <p_3k = ng‘3’“‘2 = 0,010010010...,,
k=0 k=0

010,.

Vidimo da je u pitanju zapis u kojem se ponavlja grupa cifara u razlomljenom
delu, sto je i ocekivano, jer svojstvo racionalnosti ne zavisi od baze. Prime-
timo i da iracionalni broj v/5 ima zapis 10, 1,, zato §to je o + ¢! = V5.8
druge strane,

V2 21,0100 0001 0100 1010 0100 0000 0101 0000 0000 0101...,
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4 Ekonomicnost brojevnog sistema i brojevni
sistem sa transcendentnom bazom e

Primetimo najpre da je najveci broj koji se moze predstaviti sa d cifara u
bazi b broj b — 1, tako da ukoliko je broj N predstavljen sa d cifara u bazi
b mora biti N < b — 1. Broj cifara potrebnih za predstavljanje broja N u
bazi b je bar log,(N + 1).

Ekonomicnost baze za neki broj N u bazi b definise se kao

E(b,N)=b-|log, N +1].

Ako su i b i N pozitivni, tada je E(b, N) jednak proizvodu baze i broja
cifara potrebnih da se izrazi broj N u bazi b. Drugim recima, F(b, N) meri
cenu cuvanja ili obrade broja N u bazi b ako je cena za svaku od cifara
proporcionalna b.

Primer 4.1. Kako 100 = 11001005 = 102015 = 12104 = 1445 = 6446, vidimo
da u bazi 2 treba ¢ak 7 cifara (svaka je 0 ili 1), dok u bazi 16 koristimo samo
dve cifre, od kojih svaka moZe da uzima jednu od 16 vrednosti.

Koriste¢i poznatu osobinu logaritma, log, N = %, vidimo da se za do-

voljno veliko N ekonomic¢nost baze ponasa asimptotski kao

b

Teorema 4.1. Baza e ima najmanju ekonomicnost baze.

Dokaz. Funkcija f(x) = = je strogo opadajuca za 1 < x < e i strogo rastuca
za x > e; dakle, za x > 1 minimum se dostize u e. Prema tome, za fiksirano

N, prema proceni

In N
E(b,N) ~blogy N =b——7-
(7 ) Ogb lnb’

sledi da se minimum dostize za b = e. O]
Posledica 4.1. Najekonomicnija celobrojna baza je za b = 3.

Zaista, kako je 2/In2 ~ 2.89 > 3/1n3 ~ 2.73, lako sledi zakljucak.

Za dovoljno veliko N mozemo uporediti dve baze, by i by, na slede¢i nacin:
E(bl,N) b1 logblN . b1 hlbg
E(bg,N) bglOgng n thlbl.
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5 Neki mesoviti brojevni sistemi

Neka je dat niz brojeva {b,}nez. Definisemo:

d3 dQ d1 do' d_1 d_g d,1 d,Q
o T Y = ...4d3-bab1by+d3-b1by+dy -bo+do+—
"'7b3ab27b17b0;b—17b—27"' e bab1botay D100 a1 0+ 0+b71+b,1b72+

Kod najjednostavnijih sistema uzima se da su by, by, ... prirodni brojevi, radi
se samo do ”"decimalne” tacke i zahteva se da cifre zadovoljavaju uslov 0 <
dy < by, k € Z. Cesto se posmatraju i tzv. tezine, definisane sa:

T = 1, T = b() . b1 et bk—h T_f +— (b_l et b_k)_l.
Na ovaj nacin dobijamo kompaktniji zapis gde je uocljivija analogija sa

obi¢nim pozicionim brojevnim sistemima:

coy d3y doy dy,doydq,d g, ... o
"'7b37b27blab0;b—lab—27"' :| _Zk:dkﬂ-k

Ovde je pogodno koristiti neki separator i za razlicite cifre, recimo zarez
ili dvotacku, dok umesto ”"decimalne” tacke mozemo koristiti tacku i zarez.
Zapete izmedu celih brojeva mogu se ali ne moraju koristiti u okviru pred-
stavljanja broja, ali se koriste pri definisanju baze. Dakle,

xr = dg, d2, dl, do, dfl, d,Q,

Ukoliko su svi b, medusobno jednaki (nekom b), onda je 7, = b* i svodi
se na obican pozicioni sistem.

Primer 5.1. Mesoviti brojevni sistemi koriste se u svakodnevnom Zivotu:
e Vreme najcesce izraZavamo preko dan-sat-minut-sekund-stotinka, tj.
kao sistem
d37 dQ; d17 d07 d*l
oo, 24, 60, 60; 100

o Pre decimalizacije, u Ujedinjenom kraljevstvu koriséene su jedinice funta,
giling © peni; jedna funta sadrzi 20 silinga, a jedan Siling 12 penija. To
je sistem

0o, 20, 12

Slicno vazi i za anglosaksonske mere za duzinu (milja ima 1760 jardi,
jard 3 stope, a stopa 12 inca), masu (jedna funta ima 16 unci), itd.

|: d27 dla dO 1
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Primer 5.2. Broj (211.), u bazi a = (4,3,2.) je 15, jer: mg = 2, my =
3, mg =4, pajery =1, m =mg =2, my = mgomy =6, T3 = Mmemims = 24,
tako da

d07To+d17T1+d2772:1'1+1'2+2'6:15.

Broj (131.), u bazi b = (3,4, 2.) je takode 15, jer: mg =2, my =4, mg =
3, pajemyg =1, m =mg=2, T =memy =8, T3 = momims = 24, tako da

doﬂ'o+d1ﬂ'1+d2ﬂ'2:1'1+3'2+1'8:15.

Krajnje levo nenula cifra naziva se najznacajnija cifra, a sve cifre desno
od nje su znacajne. Ako je s broj znacajnih cifara celog broja x, tada vazi
Ts1 < x < m — 1.

Predstavljamo algoritam za jednostavniji slucaj, za odredivanje cifara
broja z u datoj bazi b = (bg, by, ..., bp_1):

1. Deli se x sa by. Kolicnik je ¢; a ostatak df

2. Deli se q; sa by. Kolicnik je g2 a ostatak df

3. Deli se g2 sa by. Kolicnik je g3 a ostatak d3

4. ...

5. Deli se gs_1 sa bs_1. Kolicnik je 0 a ostatak d?_;
Dakle, x = (d?_; : ... : d} : d})p.

Primer 5.3. Predstavimo broj 115 u bazi b = (5,4,3,2.). Kako je my = 1,
m =2, Ty = 6, m3 = 24, w4y = 120, algoritam daje:

115=2-57+1
27 =3-19+0
19=4-4+43
4=5-0+4

115 = (4301.),

Primer 5.4. Neka je data mesSovita baza b = (3,5,4,4,3,2) i dva broja
a = (243211), ¢ B = (143320),. Njihov zbir nalazimo na sledeéi nacin,
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vodeci racuna o prenosu iz jedne baze u susednu levu:

baza 35 4 4 3 2
prenos|1 1 1 1 1 0 0
« 243 211

15} 143320
a+p |1 1 43 2 01

Naravno, svaki osnovnoskolski zadatak gde je potrebno sabirati ili oduzi-
mati uglove date u stepenima, minutima i sekundama predstavlja lep primer
racunanja sa mesovitom bazom.

Sisteme sa mesovitom bazom prvi je izu¢avao Kantor jos 1869. Citaocu
kojeg je ovo zaintrigiralo preporucuje se [5].

5.1 Faktorijelni sistem

Ukoliko se stavi by, = k+ 2, dobija se tzv. faktorijelni sistem u kojem je svaki
prirodan broj moguce predstaviti na jedinstven nacin kao

gde 0<dp<kzal<k<nid,#0.
Razlog za jedinstveno predstavljanje je taj sto je suma proizvoda cifre i
faktorijela uvek manja od narednog faktorijela, tj.

D kekl=(mn+1)! -1
k=0

Zaista, ako se primetida k- k! = (k+1—1)-k! = (k+ 1)! — k!, sumiranjem
ostaju samo prvi i poslednji ¢lan, tj. (n+ 1)! — 1.
Primer 5.5. Konvertuymo broj 100 u faktorijelni sistem. Metod se sastoji

u uzastopnom celobrojnom deljenju sa 1,2, 3, ... i beleZenju ostataka, sve dok
kolicnik ne postane nula:

100 =1-100+0

100=2-50+4+0
50 =3-16+2
16=4-440
4=5-0+4

Dakle, 100 = (4:0:2:0:0), Zaista, 4 - 4!+ 2 - 2! = 100.
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Primer 5.6. Koristeci elementarne operacije sa razlomcima odnosno razvoj
funkcije e* u Tejlorov red, vidimo da;

1 2 2
10 4! ' 5l (0,00022),

Lt L (00111
e=l+tgtot—+..=(0 )

5.2 Primorijalni brojevni sistem

U teoriji brojeva, za n—ti prost broj p,, primorijal p,# se definise kao
proizvod prvih n prostih brojeva: p,# := p1-... - p,. Dakle, p1# = 2, po# =
2:3=0, ps# =2-3-5=30,... Uzima se po# = 1, kao proizvod po praznom
skupu.

Ukoliko se za meSovitu bazu sistema uzimaju redom prosti brojevi, a
za njihove pozicije odgovarajuéi primorijali, dobija se primorijalni brojevni
sistem, u kojem svaki prirodan broj ima jedinstveno predstavljanje, jer

n

Z(pk—H — 1) - pe#t = P # — L.

k=0

Primer 5.7. Konvertuymo broj 100 u primorijalni sistem. Kako je

100 =2-50+0
50=3-16+2
16=5-3+1
3=T7-0+3

zakljucujemo da 100 = (3:1:2:0)4. Zaista, 3-30+1-6+2-2+0-1 = 100.

5.3 Rezidualni brojevni sistem

Predstavljanje celih brojeva njihovim vrednostima po modulu nekoliko po
parovima prostih celih brojeva daje tzv. rezidualni brojevni sistem.

Rezidualni sistem odreden je izborom po parovima uzajamno prostih celih
brojeva {my, ..., m,} (koji se obi¢no nazivaju modulima) sa proizvodom M =
my My - ...-my posto svakom celom broju z sa segmenta [0, M — 1] dodeljuje
skup {x1, z9, ..., z,} gde

T =y T, T =iy T2,y ooy T =y, Ty
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Kineska teorema o ostacima?? garantuje jednoznacnost predstavljanja za broj
iz opsega [0, M — 1]. Glavni nedostaci su ograni¢en opseg brojeva koji se
mogu predstaviti, kao i odsustvo efektivnih algoritama za racunanje. Za vise
detalja, konsultovati [16].

Primer 5.8. Pretpostavimo da su dati uzajamno prosti moduli {8,7,5,3}.
Broj 100 konvertujemo tako sto redom upisujemo ostatke pri njegovom delje-
nju modulima:

100=8-12+4, 100=7-4+2, 100=5-20+0, 100 =333+ 1.

Dakle, 100 = (4:2:0: 1)(s7,53}-

Da bismo konvertovali ovaj broj natrag u dekadni, primetimo da
(4:2:0:1)=4-(1:0:0:0)+2-(0:1:0:0)4+1-(0:0:0:1).

Buduéi da je (1:0:0:0)=7-5-3=105, (0:1:0:0)=8-5-3 =120,
(0:0:1:0)=8-7-3=168, (0:0:0:1)=8-7-5= 280, imamo:

(4-1054+2-12040-168 4+ 1-280) mod 840 =940 mod 840 = 100.

5.4 Fibonacijev brojevni sistem

Teorema 5.1 (Zekendorf). ?* Svaki prirodan broj moZe se na jedinstven
nacin izrazitt kao suma Fibonacijevih brojeva u kojoj se ne pojavljuju nijedna
dva uzastopna Fibonacijeva broja.

Dokaz. Dokaz egzistencije radimo primenom transfinitne matematicke in-
dukcije. Jasno jeda Fy, =1, Fy3 = 2, Fy, =314 =F+F, =1+ 3.
Pretpostavimo sada da takva reprezentacija vazi za sve prirodne brojeve ne
vece od k, i pokazimo da vazi i za k + 1.

Ako je k + 1 Fibonacijev broj, dokaz je gotov.

22Neka su my, ..., mp po parovima uzajamno prosti prirodni brojevi i neka su ay, ..., ax
proizvoljni celi brojevi. Tada postoji jedinstven po modulu my - ... - my broj x takav da
T =m, a;zasvei=1,..k.

ZTeorema nosi naziv po Zekendorfu (Edouard Zeckendorf, 1901-1983, belgijski lekar i
matematicar amater) koji je objavio dokaz 1972, iako je do istog rezultata dosao Lekerk-
erker (Cornelis Gerrit Lekkerkerker, 1922-1999, holandski matematicar) dvadeset godina
ranije. Ne tako retka pojava da otkri¢e ne nosi ime po onom ko ga je prvi otkrio naziva
se Stiglerov zakon eponimije.

24



Ako k+1 nije Fibonacijev broj, tada se on nalazi izmedu dva Fibonacijeva
broja, tj. postoji j € N tako da F; < k+ 1 < Fji;. DefinisSimo broj
a =Fk+1-—F; Kako je a < k, prema induktivnoj pretpostavci on ima
reprezentaciju. Primetimo idaa+ F; =k +1 < Fj1 = F; + Fj_, odakle
a < Fj_;. To znaci da reprezentacija broja a ne sadrzi Fj_;, pa je k + 1 =
F; + a reprezentacija broja k + 1, sto je i trebalo dokazati.

Dokaz jedinstvenosti: Neka je n prirodan broj koji ima dve razlicite
reprezentacije kojima odgovaraju skupovi S i 7. Definisemo " = S\ T
iT' =T\ S, ¢cime dobijamo disjunktne skupove. Kako su ovim oba skupa
ostala bez istih elemenata, sume se ne menjaju:

D=y a=) y= )b

zeS aeSNT yeT besSNT
PSP
zes’ yeT’

Ako su ili " ili 77 prazan skup, njihov doprinos sumi je nula, a kako su svi
sabirci nenegativni i druga suma mora biti prazan skup, te je 8" =T =0 i
S=T.

Pretpostavimo sada da ni S’ ni 7" nisu prazni. Oznac¢imo sa F; odnosno
F; maksimalni element skupa S odnosno 7', redom. Kako S" # T”, neka je
bez umanjenja opstosti Fs; < F;. Poznato je da je zbir svih Fibonacijevih
brojeva do F,, manji od F}, o, te mozemo reci da

Y w<Fu<F.

zeSs’

Kako su sume po S’ i T nenegativne i jednake, dosli smo do kontradikcije,
tejeS' =T =015="T. O

Pomenimo jos i to da je dokazano (David E. Daykin, 1960.) da je Fibo-
nacijev niz jedini niz koji zadovoljava teoremu Zakendorfa.

Jedna vazna primena je tzv. Fibonacijevo kodiranje (Alberto Apostolico
i Aviezri Fraenkel, 1985.). Ideja je sledeca: simboli koji se ¢esée pojavljuju
kodiraju se (binarnim ciframa) sa manje bitova, i to tako $to se n—ti simbol
u nizu (po ucestalosti, opadajuée) kodira Zekendorfovom reprezentacijom
broja n (plus jedna jedinica da signalizira granice simbola). Na primer,

17=13+3+1= Fs+ F3 + F; = 100101.
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Na primer (videti [26]), re¢ THEOREM se standardnim ASCII kodom za-
pisuje sa sedam osmobitnih reéi, tj. 56 bitova. S druge strane, Fibonacijevo
kodiranje daje 011/000011|11]1011]100011|11]/1000011, dakle 30 bitova, pa je
usteda 46%.

Primer 5.9. Jedna neobicna primena Fibonacijevog brojevnog sistema je
brzo priblizno pretvaranje kilometara uw milje** i obratno. Kako je 8 kilo-
metara priblizno 5 milja, a 5 1 § su Fibonacijevi uzastopni brojevi, njihov
kolicnik je priblizno ¢, te ima priblizno ¢ kilometara u jednoj milji, 1 pri-
blizno ¢~! milja u jednom kilometru.

o Ako zamenimo Fibonacijev broj kilometara prethodnim Fibonacijevim
brojem, dobijamo priblizno broj milja; npr. 13km ~ 8mi.

o Ako zamenimo Fibonacijev broj milja narednim Fibonacijevim brojem,
dobijamo priblizno broj kilometara; npr. 13mi ~ 21km.

o Ako broj kilometara nije Fibonacijev broj, predstavljamo ga kao sumu
Fibonacijevih brojeva, a onda svaki broj iz sume zamenimo prethodnim
Fibonacijevim brojem; npr. 20km = 13km+5km+2km ~ 8mi+3mi+
1mi = 12ma.

o Ako broj milja nije Fibonacijev broj, predstavljamo ga kao sumu Fi-
bonacijevih brojeva, a onda svaki broj iz sume zamenimo narednim Fi-
bonacijevim brojem; npr. 20mi = 13mi + dma + 2mi ~ 21km + 8km +
3km = 32km.

e Napomenimo da nije neophodno koristiti Zekendorfovu reprezentaciju,
veé bilo kakvu sumu. Na primer, 40km je 2 - 20km, i kako ve¢ znamo
da 20km =~ 12mi, zakljucujemo da 40km =~ 24mq.

6 Korisne naredbe iz paketa Mathematica

Cifre celog broja n u celobrojnoj bazi b > 1 (pocevsi od najznacajnije) nalaze
se naredbom IntegerDigits[n,b].

Zaista, IntegerDigits[97,3] daje {1,0,1,2,1}, sto je u saglasnosti sa
primerom 3.1.

Cifre u negativnoj bazi mogu se dobiti slede¢im kodom ([24]):

24 Jedna milja iznosi 1,609344 km
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NegativeIntegerDigits[0, n Integer?Negative] := {0}
NegativeIntegerDigits[i_, n_Integer?Negative] :=
Rest @ Reverse @ Mod[

NestWhileList[(# - Mod[#, -n])/n& ,

i, # !'= 0& ], -n]

NegativeIntegerDigits[97,-3] kao rezultat daje {1,0,2,1,1}, sto je u
skladu sa primerom 3.7.

Naredbom IntegerDigits[n,MixedBasis[lista]] koristi se mesSovita
baza sastavljena od baza datih u lista.

Naredba IntegerDigits[100, MixedRadix[{6, 5, 4, 3, 2, 1}]] daje
{4,0,2,0,0}, sto je u saglasnosti sa primerom 5.5.

Naredba RealDigits[x,b] daje listu cifara (pocevsi od najznacajnije) u
zapisu realnog broja x u bazi b, ¢ija duzina zavisi od tacnosti predstavljanja
realnog broja. Za cele i racionalne brojeve sa konacnim nizom cifara iza
"b—narne tacke” ova naredba vraca listu cifara, dok kod racionalnih brojeva
sa ponavljajuéom grupom cifara rezultat je oblika {a1, as, ..., {b1, ba, ...} } gde
su a; cifre pre grupe koja se ponavlja, a b; cifre iz ponavljaju¢e grupe. U
opstem slucaju, baza b ne mora da bude celobrojna.

Na primer, naredba RealDigits[7, GoldenRatio, 10] kao rezultat daje
{{1,0,0,0,0,0,0,0,1,0},5}; ovde broj 5 znaci da zapis ima pet cifara levo
od finarne tacke, sto je saglasno sa primerom 3.15.

7 Umesto zakljucka

Evo sada jos jedna Sala iz bogatog matematickog folklora.

Pitanje: Zasto informaticari mesaju No¢ vestica i Bozi¢?

Odgovor: Zato sto 310CT = 25DEC.

Komentar: [ako je "vic” koji treba objasnjavati obi¢no bas zbog toga los -
ovde jeste potrebno objasnjenje, jer je u pitanju igra re¢i koja podrazumeva
poznavanje obicaja i kulture zapadnohris¢anske tradicije. Naime, Bozi¢ se
po gregorijanskom kalednaru slavi 25. decembra, a No¢ vestica 31. oktobra.
Kako u engleskom jeziku skra¢enica DEC moze da znaci i mesec decem-
bar i dekadni brojevni sistem, a OCT i oktobar i oktalni brojevni sistem,
310CT = 25D EC u stvari nema veze sa poklapanjem datuma, ve¢ sa ¢inje-
nicom da 31g = 251g.
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Za kraj, dopunjena verzija Sale sa pocetka teksta — Postoji 10 tipova
ljudi na svetu: oni koji razumeju binarne brojeve, oni koji ih ne
razumeju, i oni koji nisu shvatili da je ova Sala bila za bazu 3.

Autor koristi priliku da se zahvali profesoru Sasi Vukasinovic¢u (OS "Vuk
Karadzi¢”, Surdulica) i docentu dr Milici Kolundziji (PMF Nis, Departman
za matematiku), koji su pazljivo procitali jednu od verzija ovog teksta i
svojim korisnim primedbama i sugestijama doprineli njegovoj razumljivosti.
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